Warnhinweis

Bei diesen ,Losungen” handelt es sich um
Losungsskizzen, Ansatze und Endergebnisse.
Die ,Losungen” konnen nicht als Muster fur

Klausur-Losungen angesehen werden.

AulRerdem wurden die ,,Losungen” nicht
noch einmal auf ihre Richtigkeit kontrolliert

und konnen Fehler enthalten.

Diese ,,Losungen” dienen lediglich zum
Abgleich eurer Ergebnisse. Wenn ihr unsicher
seid, fragt lieber noch einmal nach.
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MATHEMATIK

Mathe =
O <T®X ||
&

° ° O O |
Abbildungsmatrizen 055 Nacht

VERBINDET

1. Aufgabe:

Gegeben seien die geordneten Basen des R3 bzw. R2:
1 0 2
B:= 0o1,{-11,11 ,é:: ((1),(_11>) und D = <<_12),<(1))>
1 0 0
a) Bestimme die Abbildungsmatrix M(a, B, C) fiir die lineare Abbildung a : R? — R?, definiert durch:
Fiir alle (z,y, 2) € R? sei (z,y,2)" := 4z +y — 2z, —y + 2).

b) Bestimme die Basiswechselmatrix von C nach D.

¢) Bestimme die Abbildungsmatrix M(«a, B, D) méglichst effizient.
Losung:

a) Die Basisvektoren von B werden mit « abgebildet, danach wird die Losung als Linearkombination der
Vektoren aus C' dargestellt, die Koeffizienten bei dieser Darstellung entsprechen dann den Eintrédgen

der Abbildungsmatrizen.
(1,0, 1)@ = (2, 1) =ai - (1, 1) + a2 - (1, —1)
= a11 = 1.5 und a12 = 0.5

(0,-1,0)* = (=1,1) = ag1 - (1,1) + ag - (1, 1)
= a1 = 0 und age = —1

(2,1,0)% = (9, —1) = ag, - (1,1) + ags - (1, ~1)
= a3z1 = 4 und a3y = 5.

Damit ergibt sich

L 1.5 0.5
M(a,B,C)=|( 0 -1
4 5

b) Die Basiswechselmatrix von C nach D entspricht M(idge, C, ﬁ) Dazu miissen wir die Vektoren von
C' als Linearkombination der Vektoren aus D darstellen.

(1, 1) =al - (1, —2) + a2 - (O, 1) = a1 =1und a2 =3

(1, —1) =ailq (1, —2) + ayg - (0, 1) = a1l = 1 und aip = 1.
Also ist

M(idgs, G, D) = G ?) .



)

Mit Satz 5.7 der Vorlesung erhalten wir

M(a, B, D) = M(idgs, B, B) * M(ar, B, C) * M(idgz, C, D)
1 0 0 1.5 0.5 1 3 2 )
=10 1 O] 0 -1 *(1 1): -1 -1
00 1 4 5 9 17

2. Aufgabe:

Sei B := (by, by, b3) eine geordnete R-Basis des R?, a € R und o € End(R?), gegeben durch

a)
b)
c)
d)

o 1 0 o0
M(a,B,B):=| 3 0 -1
-2 —a 0

Was ist (201 + b3)*?
Fiir welche a € R ist « injektiv? Fiir welche ist a surjektiv?
Bestimme dimgs (Kern(a)) und dimgs (Bild(«)) fiir a # 0.

Gib ein konkretes Beispiel fiir einen 1-dimensionalen a-invarianten R-Teilraum von R? an.

Losung:

a)

Wir berechnen zunéchst die Bilder der Basisvektoren, dazu benutzen wir die Matrixeintrige, sie liefern
die Koeffizienten fiir die Linearkombination der Bilder mithilfe der Basiselemente:

b =1-b
b?:—2'b1—a‘b2.

Den zweiten Basisvektor benétigen wir nicht in der Darstellung unseres Vektors.
Nun ist

(2by 4 b3)* =2 b +1- b5
:2~b1—2~b1—a~b2:—a~b2.

Da « ein Endomorphismus ist, ist « injektiv genau dann, wenn « surjektiv ist. Die Abbildung « ist
genau dann bijektiv, wenn ihre Abbildungsmatrix invertierbar ist. Es ist det(M(a, B, B)) = a (2.B.
mit der Regel von Sarrus). Also ist die Determinate Null genau dann, wenn a = 0 ist. Damit ist die
Matrix invertierbar fiir alle a # 0.

Wir haben in b) gesehen, dass « bijektiv ist, wenn a # 0 ist. Damit ist « insbesondere surjektiv und
dimgs (Bild(a)) = 3. Mit dem Dimensionssatz folgt, dass dimgs(Kern(a)) = 0 ist.

Da in der 1. Zeile der Abbildungsmatrix der 1. Standardbasisvektor des R? steht, wird der Raum, der
von dem ersten Basisvektors unserer Basis B, also (b1)g wieder auf sich selbst abgebildet. Das haben
wir auch in a) nachgerechnet.



3. Aufgabe:

Sei n € N und B eine geordnete R-Basis des R” und o € End(R"™).
Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Gib jeweils ein Gegenbeispiel an, das die Aussage widerlegt, oder
Sétze aus der Vorlesung an, die die Aussage bestétigen.

O « ist genau dann bijektiv, wenn M(a, B, B) invertierbar ist.
O « ist genau dann injektiv, wenn M/(a, B, B) vollen Rang hat.
O Falls M(a, B, B) invertierbar ist, gilt dimg» (Kern(a))=dimgn (Bild(c)).

Losung:

A

R « ist genau dann bijektiv, wenn M/, B, B) invertierbar ist.
Folgt mit: Lemma 5.11

R « ist genau dann injektiv, wenn M/, B, E) Vollrang hat.
Folgt mit: Lemma 5.11 und 5.15

O Falls M(a, B, B) invertierbar ist, gilt dimgs (Kern(a))=dimpga (Bild(c)).
Folgt mit: Aufgabe 3

4. Aufgabe:

-1 10 4
Sei A := 2 -7 0 €M3><3(R).
4 0 7

Gibt es ein ¢ €GL(R?) und eine geordnete Basis B des R3 so, dass A = M(p, B, B) ist?
Falls so ein ¢ existiert, dann wéhle eine Basis B und gib eine Funktionsvorschrift fiir ¢ an.

Losung:

Zu jeder Matrix gibt es eine zugehorige lineare Abbildung. Die Dimensionen passen hier auch. Die Frage ist
nur, ob diese bijektiv ist.

Das bendtigte Argument hatten wir jetzt schon ofter, aber es ist wahnsinnig wichtig: Die Abbildung ist
bijektiv genau dann, wenn ihre Abbildungsmatrix invertierbar ist. Dafiir kann man z.B. schauen, ob die
Matrix Vollrang hat oder man rechnet die Determinante aus. Wir berechnen die Determinante:

det(A) =49 +0+0+112-0—-140 =21 #0

und damit ist A invertierbar und ¢ bijektiv.
Wenn ihr eine Basis wéihlen diirft, dann wéhlt die Standardbasis, das macht in der Regel einiges einfacher.

1 0 0
Wenn wir hier die geordnete Standardbasis des R? wihlen, also B = 0O],(1},10 , dann erhalten
0 0 1

wir das Bild eines beliebigen Vektors (x,,2)7 € R® unter ¢, indem wir ihn mit der zugehorigen Abbildungs-
matrix multiplizieren. Somit erhalten wir

(z,y,2)% = (z,y,2) x A= (z,y,2) x| 2 =7 0] =(—z+2y+4z,10zc — Ty, 4z + 72)
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Eigenraume, VERBINDET

Diagonalisierbarkeit

1. Aufgabe: (Eigenwerte)

Seien immer K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Folgende Informationen sind gegeben.
Berechne jeweils Spek(ip).

a) K =R, V= R3 und fiir alle (a,b,c) € V ist (a,b,c)? := (c,b,a).
Sei B die geordnete Standardbasis von V', dann ist

P, = Det (m Iy — M(p, B, B))

T 0 -1
= Det 0 —1 0
-1 0 x

=2%(x—1)—(z—1)
— (@ 1)@ - 1)
— (@ =1z +1)

A~

M(p,B,B) = (

= o O
O = O
OO =

Es ist

und wir sehen, dass die Nullstellen von P, in R genau 1 und —1 sind. Es ist also Spek(¢) = {—1,1}.

b) K = R,V = R® und ¢ ist gegeben durch (1,0,0)¥ = (3,1,0), (0,1,0)¥ = (0,4,0) und (0,0,1)¥ =
(4,0,0).
Sei B die geordnete Standardbasis von V', dann ist

M(p,B,B) = (

- O W
O ==

=R=N=]
v

Es ist

A

P, = Det (x Iy — M(p, ,B))

x—3 -1 0
= Det 0 x—4 0
=(z-3)(z—4)x

und wir sehen Spek(p) = {0, 3,4}.



¢) K =R,dimg (V) =3, B ist eine geordnete Basis von V und ¢ ist gegeben durch

o 0 0 1
Me,B B =2 0 -3
-1.0 0

Es ist
P, = Det (a: I3 — M(@,E,E})
z 0 -1
= Det -2 z 3
1 0 =
=234z
=x(z? +1)
und P, hat in R nur die Nulstelle 0, also ist Spek(y) = {0}.
d) Welche Eigenwerte hat ¢ aus ¢), wenn K = C ist?
In C ist
P, 2 a(@?+1) = a(z +i)(z — i)
und damit ist Spek(¢) = {—14,0,}.

2. Aufgabe: (Figenrdume, Diagonalisierbarkeit)

Sei B := (b1, by, b3) eine geordnete Basis von R? und sei ¢ € Eigg (R?) gegeben durch die Abbildungsmatrix

9 0 —6
M(p,B,B)=[18 6 0

0 0 6

a) Berechne alle Eigenrdume von . Ist ¢ diagonalisierbar? Ist ¢ bijektiv?
Es ist
x—9 0 6
P,(z)=Det || -18 2-6 0 =(z—6)%(z—9)
0 0 xr—6

und wir sehen, dass Spek(¢) = {6,9} ist (Nullstellen von P,(x).) Auflerdem sehen wir Viels(P) = 2
und Vielg(P) = 1.
Wir berechnen nun Eiggr (g, 6) = Kern(p — 6 - idgs). Mit der ICE-Verbindung ist

3 0 —6
M(p —6-idgs, B,B) = M(p,B,B)—6-I5=[18 0 0
0 0 0

Seien fiir alle v € R? nun A;, A2, A3 € R so, dass
v = A1by + Aaba + A3bs

ist und sei 7 : R? — R3 die Koordinatenabbildung bzgl. ¢ und B. Dann ist fiir alle v € R3 also
v™ = (A1, A2, A3). Wir bestimmen nun die Losungsmenge des HLGS

3 0 -6

(()\1, A27 )\3) :) v 18 0 0 == ORB(: (ORS)W).
0 0 O



b)

Aus der letzten Spalte erhalten wir
—6- A =0 X =0

und damit aus der ersten Spalte auch § o = 0. Da A3 immer mit 0 multipliziert wird ist A3 beliebig.
Wir erhalten also als Losungsmenge ((0,0,1))g. Fir alle v € Eigr(y, 6) ist nun v™ € ((0,0,1))g, also
existiert fir alle v € Eigr(¢,6) ein A € R so, dass

v=0-by +0-by + \bs3
ist und damit ist Eigr(¢,6) = (b3)r. Analog erhalten wir Figg(p,9) = (b1 — b3)r.

Wir sehen nun, dass dimg(FEigr(p,6) = 1 # 2 = Vielg(P) ist und damit ist ¢ nicht diagonalisierbar.
Nun zur Bijektivitdt: Es ist

9 0 —6
Det [ (18 6 0] ]=9-6-6+£0
0 0 6

und mit Lemma 9.10 ist damit Kern(y) = {0}, also ¢ bijektiv. Mit der Dimensionsformel ist nun
dimg (Bild(p)) = 3 — dimg(Kern(¢)) =3-0=3
und damit ist ¢ surjektiv, also bijektiv.

Sei nun « € Eigy(R?) gegeben durch die Abbildungsmatrix

L 9 0 -6
M(e,C,0)=[18 6 0
0 0 0

beziiglich der geordneten Standardbasis. Zeige, dass a diagonalisierbar ist, bestimme alle Eigenrdume
und finde eine geordnete Basis D so, dass M («, D, D) eine Diagonalmatrix ist. Ist « bijektiv?

Es ist
r—9 0 6

P,(z) = Det —-18 -6 0 =(z—9)(z—6)x
0 0 T

und wir sehen, dass Spek(a) = {0,6,9} ist. Es ist nun [Spek(a)| = 3 = dimg(R?) und mit Korollar
9.15 ist a diagonalisierbar.
Wir bestimmen nun den Eigenraum zum Eigenwert 0 als Kern(a — 0 -idgs). Es ist

9 0 —6
M(a—0-idgs,C,C) = M(a, C,C)—0-I5= |18 6 0
0 0 O
Um den Kern zu bestimmen losen wir das HLGS
9 0 —6
(.%'17.%‘2,{,63) . 18 6 0 = OR:S.
0 0 O

In der letzten Spalte sehen wir
—6r1 =0 21=0

und analog in der zweiten (oder ersten) Spalte o = 0. Da x5 immer mit 0 multipliziert wird ist z3
beliebig. Es ist also Figgs(a,0) = Kern(a — 0 -idgs) = ((0,0,1))g. Mit analogem Vorgehen erhalten



wir Eiggs(a,6) = ((1,—6,1))r und Figgs(a,9) = ((1,0,—3))r.
Da « diagonalisierbar ist folgt mit Satz 9.14 nun
R3 = @ Eigrs(a, A)
AeSpek(a)
3
((0,0,1))r & ((1,—6,1))r & (1,0, —3

2
).

= <{(O7Oa l)a (17 _6a 1)7 (17 Oa _5
Sei nun D := {(0,0,1),(1,—6,1),(1,0,—3)} und D := ((0,0,1),(1,-6,1),(1,0,=3)). Da (D) = R?
ist und |D| = 3 = dimg(R?), ist D eine Basis von R? und D eine geordnete Basis. Da alle Vektoren in
D Eigenvektoren sind erhalten wir

)R

o 0 0
M(a,D, D)= {0 0
0 9

-~ O o O

Da 0 € Spek(a) ist, ist mit Lemma 9.10 Kern(«) # {Ogrs }, o also nicht injektiv und nicht bijektiv.

3. Aufgabe: (Diagonalisierbarkeit)

Es sei V ein dreidimensionaler R-Vektorraum und ¢ €Endg(V). Folgende Informationen sind gegeben.
Entscheide in jedem Fall, ob ¢ diagonalisierbar ist oder nicht oder ob man keine Aussage treffen kann.

a) P, = (z—1)(xz—2)(z—10)
diagonalisierbar
b) P, =(z—1)-z.

keine Aussage moglich

¢) P, = (z—1)? 2 und dimg(Eig(p, 1)) = 2.
diagonalisierbar

d) P,=(22+1)-(z—5).
nicht diagonalisierbar

e) Spek(y) = {—1,0} und dimg(Fig(p, —1)) =dimr(Eig(p,0)) = 1.
nicht diagonalisierbar

4. Aufgabe: (Spektralzerlegung)
Sei p € Endg(R?) gegeben durch die Abbildungsmatrix

A 0 9
beziiglich der geordneten Standardbasis.

a) Bestimme die Eigenwerte und Eigenrdume vom ¢. Ist ¢ diagonalisierbar?
Es ist

M(p, B, B) = Det ((”13 2)) =2 —9=(z+3)(z—3)

und damit ist Spek(¢) = {—3,3}. Die Eigenrdume werden fiir beide A € Spek(p) = {—3,3} als
Kern(p — A - idg2) bestimmt. Wir erhalten Eiggz(p,3) = ((3,1))g und Eigrz(p, —3) = ((—3,1))r.
Wir betrachten die Vielfachheiten und sehen, dass ¢ diagonalisierbar ist.



b) Es seien U; und U, die Eigenrdume beziiglich ¢. Gib eine Abbildungsvorschrift fiir die Projektionen
w1 auf Uy und o auf Us an.
Wir sehen, dass {(3,1)} eine Basis von Eigg2(p,3) ist und {(—3,1)} eine Basis von Figg2(p, —3) ist.
Aus Satz 9.14 konnen wir nun &hnlich wie in Aufgabe 2c) schlussfolgern, dass {(3,1),(—3,1)} eine
Basis von R? aus Eigenvektoren von ¢ ist. Sei nun v = (z,y) € R? beliebig. Dann existieren A1, Ay so,
dass

v = (LU, y) = )\1(37 1) + )\2(—37 1) = (3()\1 — )\2), A+ )\2)

ist. Durch Komponentenvergleich erhalten wir \; = %y + %m und Ay = % — %x. Wir priifen nach:

1 1 1 1 1 1 1 1
(B(A1 = A2), A1+ A2) = (3(§y Tt (59 - 6@% YTt tay- gx)

= (2,y).

Wir kénnen also jeden Vektor (x,y) € R? darstellen durch

(z,y) = <;y + éx) (3,1) + (;y —~ éx) - (=3,1).

Sei nun U; := Figge(p,3) und sei Us := Eigg2(p, —3). Dann ist 71 : R? +— U; definiert wie folgt: f.a.
(z,y) € R? ist (z,9)™ := (3y + ) - (3,1) die Projektion auf Uy und 75 : R? + U, definiert wie folgt:
fa. (z,y) € R*ist (z,y)™ = (3y — $z) - (—3,1) die Projektion auf Us.



MATHEMATIK

Mathe
O

Zusammenhinge OO Nacht

und Beweise 000
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1. Aufgabe:

Beweise folgende Aussagen kurz!

a) Seien K ein Korper, V ein K—Vektorraum, o € Endg (V) und A € K ein Eigenwert von «. Dann ist

A2 ein Eigenwert von a?2.

b) Seien K ein Korper, n eine natiirliche Zahl und V' und W seien n-dimensionale K —Vektorrdume.
Weiter sei B eine geordnete K-Basis von V und C eine geordnete K-Basis von W. Wie in Satz 5.5.
ordne ®~! jeder Matrix A € M, (K) eine K-lineare Abbildung aus Homg (V, W) zu. Zeige, dass

dimg (Kern(A® ")) = dimg (Kern((49)® ") gilt.

Anders ausgdriickt: Der Kern der zu A gehorenden linearen Abbildung hat die gleiche Dimension wie
der Kern der zu A? gehérenden linearen Abbildung.

c) Sei A eine n x m—Matrix mit Eintrdgen aus dem Korper K. Gegeben sei das homogene lineare
Gleichungssystem x « A = Ogm. Ist y eine Losung des HLGS, so ist auch y 4+ y eine Losung.

Losung:
a) Sei A € K ein Eigenwert von «. Dann existiert per Definition ein v € V'\ {0y} so, dass gilt:
vY= A0
Bildet man nochmal mit « ab, so erhélt man:
v =)= A 0)* =X () =A-(A-v) =20
Somit ist A? ein Eigenwert von a?2.

b) Nach Dimensionssatz gilt:
dimg (Kern(A® ') = dimg (V) — dimg (Bild(A® )

Die Dimension des Bildes ist gleich dem Rang einer jeden Abbildungsmatrix der linearen Abbildung.
Somit folgt:
dimg (Kern(A® ")) = n — Rg(A)

Nach Vorlesung gilt fiir die Transponierte von A:
Rg(A) = Rg(A")
Somit folgt:
dimg (Kern(A® ")) = n — Rg(A) = n — Rg(A") = n — dimg (Bild((4%)¢ ")
dim e (W) — dim g (Bild((A4)? ")) = dimg (Kern((4)*)))



c) Sei y eine Losung des HLGS z * A = Ogm. Nach Vorlesung ist die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems ein Teilraum von K™. Wir nennen diesen Teilraum U. Aufgrund der
Abgeschlossenheit folgt aus y € U sofort y + y € U. Somit liegt auch y + y in der Lésungsmenge und
16st das HLGS.

2. Aufgabe:
Sei B = ((1,1,0),(1,2,0), (0,0, —2)) eine geordnete R—Basis von R? und C = ((1,0,0,0),(0,2,2,0),(0,0,1,—1),(0,0,0,2))

eine geordnete R—Basis von R*. Wir betrachten eine Abbildung a : Mzx4(R) — R* wie folgt: Es sei
¢4 € Homg(R?,R*) die Abbildung, fiir die gilt: M(pa, B,C) = A. Dann sei A® = (1,1,0)%4.

a) Sei

1 2 3 -1
M:=10 1 0 0
5 -1 0 2

Berechne M“.
Losung: Nach Voraussetzung betrachten wir M als Abbildungsmatrix beziiglich der Basen Bund C.
Es ist
M®=(1,1,0¥* =1-(1,0,0,0)+2-(0,2,2,0)+3-(0,0,1,—1) — (0,0,0,2)
= (1,4,7,-5)

b) Begriinde, warum es sich bei @ um eine wohldefinierte Abbildung handelt und zeige, dass a ein Vek-
torraumhomomorphismus ist.

Losung: Nach Satz 5.5. ist die zu A gehorende Abbildung ¢4 eindeutig bestimmt. Da es sich bei
v4 um eine wohldefnierte Abbildung handelt, kann dem Vektor (1, 1,0) ein eindeutiges Bild unter ¢4
zugeordnet werden. Insgesamt ist also die Abbildung o wohldefniert.

Seien A, B € M3x4(R). Dann ist nach Vorlesung
A+B=M(@A,E,é)+M(@B,B,C’):M(QOA—FQOB,E,CA')

Somit ist
(A+ B)™ = (1,1,094495 = (1,1,0)94 + (1,1,0)¥7 = A° 4 B

Ist A € K, so ist nach Vorlesung

A

AN-A=X-M(pa,B,C)=M-¢a,B,0)

Somit ist
(A-A)* = (1,1,00%4 = X (1,1,0)94 = X- A®

c) Ist a surjektiv? Ist av injektiv? Widerlege oder beweise!

Losung: Behauptung: « ist surjektiv, aber nicht injektiv.

a ¥ —2b4c b—5+4
Beweis: Ist (a,b,c,d) € R* beliebig, so ist T := [0 0 0 0 ein Urbild von
0 0 0 0

(a,b,c,d), denn es gilt:
T = (1,1,0)%7
—a- (1,0,0,0)+g-(0,2,2,0)+(—2b+c) : (0,0,1,—1)+(b—§+§) -(0,0,0,2)
= (a,b,¢,d)



a ¥ —2b+c b—5+4
Jedoch ist « nicht injektiv, da auch S:= |1 0 0 0 ein Urbild von (a, b, ¢,d) ist,
0 0 0 0

was man schnell nachrechnen kann.

d) Wie viele Zeilen und wie viele Spalten hat eine Abbidungsmatrix zu «? Wihle geeignete Basen und
berechne die Eintréige der ersten Zeile der Abbildungsmatrix. Gib Eigenschaften der Abbildungsmatrix
an, ohne sie konkret zu berechnen!

Lésung: Da Mjyx4(R) die Dimension 3 -4 = 12 hat und R* die Dimension 4 hat, hat eine Abbildungs-
matrix zu « 12 Zeilen und 4 Spalten. Sei D die geordnete Standardbasis von Mz 4(R), also:

A

D = g eee =: (Dl,DQ,...)

S O =
o O O
oS O O
o OO
o O O
o O =
o O O
o O O

Dann ist
Dy = (1,0,0,0), D§ = (0,2,2,0), DS = (0,0,1,-1), Dy = (0,0,0,2)

Fiir alle ¢ > 4 gilt:
Dz‘a = (03030,0)
Die erste Zeile der Abbildungsmatrix von « beziiglich der Basen D und C lautet also: (1,0,0,0). Die
zweite Zeile wiirde lauten: (0, 1,0, 0).
Da die Abbildung « nach c¢) surjektiv ist, hat die Abbildungsmatrix den Rang 4. Die fiinfte Zeile und
alle weiteren Zeilen der Matrix sind Nullzeilen.
e) Gib ein lineares Gleichungssystem an, dessen Losungsmenge der Kern von « oder isomorph dazu ist.

Losung: Der Kern von « enthilt alle Matrizen aus M — 3 x 4(R), deren erste Zeile eine Nullzeile ist.
Somit hat der Kern eine Dimension von 8 (8 Eintrage der Matrizen sind noch frei wahlbar).

Beziiglich der geordneten Standardbasen D, E von M3y4(R) und R* hat « die folgende Abbildungs-

matrix:

1 0 0 0

0 2 2 0

0 0 1 -1

00 0 2

00 0 O

Ao 00 0 O
M(a,D,E) = 000 0
0 0 0 O

0 0 0 O

00 0 O

00 0 O

0 0 0 O

Der Kern von « ist dann die Losungsmenge des folgenden LGS:
x % M(a, D, E) = (0,0,0,0)

Natiirlich kann man viele andere LGS angeben, die die gleiche Losungsmenge haben. Auch folgendes
LGS hat als Losungsmenge den Kern von «:

z% M(a,D,C) = (0,0,0,0)
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